martin homola, 2i2

1. sada domacich iloh - tloha 8
Ulohou je zostrojit kontextovii gramatiku pre jazyk

L=A{w|we{a,b,c}* také, ze #,w = #,w = #.w}

RieSenie:
Gramatiku G = (N, T, P, o) definujeme nasledovne:

N ={o,a, 0,7}
T ={a,b,c}
P={ o0—o00 (1)
o—a (2)
o—¢e (3)
o—af (1)
f—=by (5
v—c (6) jU

UP={2{—&|zeT, (€ N—{o} } U
UP,={¢x— a2 |zeT, (€ N—-{o}}

Jazyk L € Lgcg, teda aj G je rozsirend kontextova gramatika. Kontextovi gramatiku pre
jazyk L — {e} € L¢g ziskame vylicenim pravidla o — ¢ z mnoziny pravidiel P.

Tvrdim, ze L(G) = L.
Doékaz:

A. LD L(G):

Matematickou indukciou vzhladom na dizku slova lw| = n.

1°weLlG), lw=n=0 = w=ec€L

2° Pre vSetky slova jazyku L plati: 3 ‘ lw|. Indukény krok zohladiuje tito skutoénost, z

indukéného predpokladu pre diku slova k& vyplyva dosledok pre dizku slova k + 3.
Predpokladajme teda, ze pre lubovolné slovo w € L(G), |w| = k plati w € L.
Nech teraz w € L(G), |w| = k+ 3. Potom existuje pravé krajné odvodenie slova w v
gramatike G:

01: 0 ="w.

Niekolko poslednych krokov odvodenia o; zrejme vyzers nasledovne:
01: 0 =" d'uyv = olucv =" ucv = w; u,v € T*i € {0,1,...}

T.j. niektoré ¢ vznikne ako posledny termindlny symbol z netermindlu v pouzitim pravidla
(6). Zvysné netermindly su vsetky o (o) je pravé krajné odvodenie). Postupnym apliko-
vanimpravidiel (1) a (3) sa vSetky zmenia na ¢.



Dalej netermindl v vznikol retazcom krokov z neterminglu o, niekolko dalsich predchédzajtcich
kokov zrejme vyzera nasledovne:
. k . 1 . . m . . n i
01: 0=" 00z = 0'azy =" 0z = 0'20a023 =T 024025 = 0'z4byzs =T cluyy =
= o'ucy =% ucv = w; zj,u,v € T i €{0,1,...}; 21 = 2923; 29a23 = 2425, 24bzs = uv.
Kde v kroku [ sa niekolko-krat pouziji pravidld tvaru za — ax € P,z € T a ax — za €
Py, x € T. V krokoch m, n analogicky pre netermindly  a . Inymi slovami, v krokoch [, m
a n nepribudni do spracovavanej vetnej formy ziadne terminaly.
Pozrime sa blizsie na slovo z; € T*. Pravé krajné odvodenie oy tohto slova v gramatike G
lahko ziskame z odvodenia oy tak, ze v kroku & namiesto pravidla (2) pouzijeme i + 1-krat
pravidlo (3). Dostaneme: .
09: 0 =" clozy =
Z o1 vyplyva, 7e w = y1a1y2a2y3a3ys, kde y; € T*, a; € T a plati z1 = y1ypY3ys a (a1, az, az) je
permutéciou (a, b, c). Teda 2 € L(G), |z1| = k & 2 € L. Dalej slovo w mé préave o 1 symbol
a viac ako slovo 21, to isté plati aj pre symboly b a ¢. Potom |w| € L.

B. L C L(G):
Matematickou indukciou vzhladom na dizku slova |w| = n.
lPwel, lw=n=0= w=¢c¢ec L(G)
2° Podobne ako v prvej ¢asi dokazu, indukény krok zohladiuje skutocnost: (Vw € L) 3 ‘ |w].
Predpokladajme teda, ze pre kazdé slovo w € L, |lw| = k plati w € L(G).
Nech teraz w € L, |w| = k + 3. Nech prvé a zlava v slove w je na Il-tej pozicii, prvé b je na
m-tej a prvé ¢ je na n-tej pozicii. Predpokladajme, ze [ < m < n (v ostatnych pripadoch je
postup analogicky).
Vymazme teraz v slove w prvé a, b a ¢ zlava. Ziskame tak nové slovo v, |v| = k a (kedze
sme zmazali rovnaky pocet z kazdého druhu symbolov) v € L. Teda existuje pravé krajné
odvodenie slova v v gramatike G:

03: o ="0.

Podobne ako v ¢asti A., lahko demaskujeme nickolko poslednych krokov odvodenia os:

03: 0 ="oou :k> olau =" o'z = 0'zafze =¥ 0'23B2y = 0 by =T 0l =
= 0’25026 =" 2526 = v; 25, u € T i € {0,1, ...} u= 2120} 21029 = 23245 23b24 = 252
Odvodenie 03 mozno v kroku k modifikovat tak, Ze miesto pravidla (2) pouzijeme pravidlo

(1) a nasledovne pravidlo (2). Takto ziskame odvodenie oy:
04: 0="c'ocu :k> oloou = oloau =" o'ov; ue T i€ {1,2,..}.
Pokracujme v odvodeni o4:

1 m—[—1

o'y ays = o'y1aBys = o'y3 0y, =
az—za € Py x€T Br—zxfB € Po; x€T

04: 0="clov= clav =1

= o'ysbyys =" olysyye = olyscys = o'w = w;

yr—zy € Po; z€T
y; € T 1€ 40,1, ...} v =112 y1ay2 = Ysya; Ysbys = YsYo
Teda existuje odvodenie slova w v gramatike G, t.j. w € L(G).

Zaver: Dokazali sme, ze plati L € L(G) a zéroven L(G) € L, teda L(G) = L.



